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ОСНОВНІ РЕКОМЕНДАЦІЇ СТУДЕНТУ
ЩОДО ВИКОНАННЯ КОНТРОЛЬНОЇ РОБОТИ

Переважною формою навчання студента-заочника є самостійна робота –
вивчення матеріалу за підручниками та виконання контрольних робіт.

Вимоги до виконання контрольних робіт

1. Кожна контрольна робота повинна бути виконана в окремому зошиті в
клітинку. Необхідно залишати поля шириною 3…4 см для поміток рецен-
зента.

2. У заголовку роботи на обкладинці зошита повинні бути зазначені номер
контрольної роботи, назва дисципліни, прізвище та ініціали студента, а та-
кож навчальний шифр.

3. Студент повинен повністю виконати всі завдання контрольної роботи із за-
значенням варіанта, вказавши його номер із методичних вказівок.

4. Перед виконанням кожного завдання необхідно переписати його умову,
замінивши загальні дані конкретними зі свого варіанта.

5. Розв’язок завдань супроводжувати стислими поясненнями. Доцільно вжи-
вати при цьому прийняті в математиці позначки та символи.

6. Одержавши прорецензовану роботу, студент повинен виправити помилки,
вказані в рецензії.

7. Контрольні роботи, які не відповідають цим вимогам, не перевіряються і
повертаються на переоформлення.

Як зразок правильного оформлення та виконання контрольних робіт
можна використати наведені в методичних вказівках розв’язання типових
варіантів завдань.

Перед виконанням контрольної роботи необхідно вивчити матеріал із
вказаних до кожної задачі розділів підручників.
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ОСНОВНІ ОЗНАЧЕННЯ ТА ФОРМУЛИ
1. Частинні похдні

Лі т ер а т ур а :
[1] – § 1…4, § 6; (глава 4, ч. 1);
[2] – § 1…5; (глава 2); § 3; § 7, (глава 2);
[3] – § 5, § 12; (глава 8, ч. 1), § 5…15, (глава 3, ч. 1).

1. Функцію ( )yxfz ,=  називають функцією двох незалежних змінних х та
у, а змінні х та у – її аргументами.

Функцію ( )yxfz ,=  можна диференціювати по кожному з аргументів:
( ) ( ) ,
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Частинна похідна 
x
z
∂
∂  функції ( )yxfz ,=  по аргументу х – це похідна цієї

функції по х, якщо у вважати сталою величиною. Аналогічне означення час-

тинної похідної 
y
z
∂
∂ : похідна функції ( )yxfz ,=  по у, а х приймають за сталу.

Частинні похідні – це функції змінних х і у, тому їх теж можна дифе-
ренціювати:
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Частинні похідні знаходять за правилами диференціювання функції однієї
змінної.

2. Найбільше та найменше значення функції z = f(x, y) в області D

Лі т ер а т ур а :
[1] – § 28, § 6 (глава 4, ч. 1);
[2] – § 10, (глава 4); § 5, (глава 3);
[3] – § 17, (глава 8).

Для того щоб знайти найбільше значення функції z = f(x, y) у замкненій
області D, необхідно:

а) знайти точки екстремуму всередині області та значення функції в цих
точках;

б) знайти точки екстремуму на границі області та значення функції в цих
точках;

в) серед знайдених значень функції вибрати найбільше та найменше.
Диференційована функція двох змінних може досягати екстремуму в тих
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точках, де її частинні похідні дорівнюють нулю. Такі точки знаходять,
розв’язавши систему рівнянь










=
∂
∂

=
∂
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.
y
z
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z

0

;0

Потім обчислюють значення функції у знайдених точках.
Границя області може складатися з декількох ділянок. На кожній ділянці

знаходять екстремум функції.

3. Невизначений інтеграл. Основні методи інтегрування

Лі т ер а т ур а :
[1] – § 1...10, (глава 5, ч. 1);
[2] – § 1...8, (глава 4);
[3] – § 1...13, (глава 10).

Існують такі методи інтегрування.
1. Безпосереднє інтегрування – випадок, коли функцію можна

інтегрувати за допомогою таблиці інтегралів. При цьому іноді
підінтегральний вираз можна спочатку спростити алгебраїчними або триго-
нометричними перетвореннями.

При інтегруванні тригонометричних функцій можна використовувати
такі формули:

2
2cos1sin2 xx −

= ;
2

2cos1cos2 xx +
= ;

( ) ( )1sin sin sin sin ;
2

nx mx n m x n m x× = + + −  

( ) ( )1cos cos cos sin ;
2

nx mx n m x n m x× = − − +  

( ) ( )[ ]xmnxmnmxnx −++=× coscos
2
1cossin .

2. Інтегрування через заміну змінної або заміну функції. У цьому ви-
падку слід дотримуватися такого правила: якщо безпосередньо підібрати
первісну для підінтегральної функції немає можливості, але відомо, що вона
існує, то, зробивши заміну змінної (або функції), можна перейти до таблич-
них інтегралів.

3. Інтегрування частинами здійснюється за формулою
∫ ∫−= .vduuvudv

При інтегруванні частинами використовують такі правила.
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Правило 1. Якщо підінтегральний вираз має вигляд
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то через u позначаємо Pn(x), а все останнє позначаємо через dv. Тут Pn(x) –
многочлен п-го степеня.

Правило 2. Якщо підінтегральний вираз має вигляд

( ) ( ) ,
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то через u позначаємо функцію logax або arcsinx, або arccosx і т. ін.
4. Для інтегрування деяких тригонометричних виразів доцільно застосо-

вувати універсальну тригонометричну підстановку ,txtg =
2

 тоді

21
2sin

t
tx

+
= ; 2

2

1
1cos

t
tx

+

−
= ; 21

2
t

dtdx
+

= .

4. Визначений інтеграл. Застосування його до задач геометрії

Лі т ер а т ур а :
[1] – § 12, (глава 6, ч. 1);
[2] – § 3, § 5, (глава 5);
[3] – § 1, § 5, (глава 12);

Площа фігури, яка обмежена неперервною лінією ( ) ( )( )0  ≥= xfxfy  та
прямими х = а, х = b, у = 0 (рис. 1), обчислюється за формулою

( ) .xdxfS
b

a
∫=

Площа фігури, яка обмежена двома неперервними лініями ( )xfy 11 = ,
( )xfy 22 =  ( ) ( )( )xfxf 21 ≤  та двома прямими x = a, x = b (рис. 2), обчис-

люється за формулою
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( ) ( )[ ] .dxxfxfS
a

b
∫ −= 12

У деяких випадках (рис. 3) зручніше використовувати формулу

( ) ( )[ ] .12 dyyyS
d

c
∫ ϕ−ϕ=

            
             Рис. 1.         Рис. 2. Рис. 3.

Якщо криволінійна трапеція обмежена кривою ( )xfy =  (а ≤ х ≤ b)
 (рис. 4), що обертається навколо осі Ох, то об’єм тіла обертання обчис-
люється за формулою

( ) .xdxfV
b

a
x ∫π= 2

Рис. 4.

5. Невласні інтеграли

Лі т ер а т ур а :
[1] – § 9, (глава 6, ч. 1);
[2] – § 10, (глава 5);
[3] – § 7, (глава 9).

Невласні інтеграли бувають двох типів: з нескінченними границями
інтегрування і від розривної функції.
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5.1. Невласні інтеграли з нескінченними границями інтегрування
Якщо функція y = f(x) неперервна при ∞<≤ xa , то за означенням

( ) ( )∫∫
∞

∞→
=

b

aa b
dxxfdxxf lim .

У залежності від того, існує чи не існує границя правої частини рівності,
невласний інтеграл називається збіжним або розбіжним відповідно.

Аналогічно

( ) ( )dxxfxdxf
b

aa

b
∫∫

−∞→∞−
= lim .

5.2. Невласні інтеграли від розривної функції
Якщо функція y = f(x) неперервна при bxa <≤  і ( ) ∞=bf , то

( ) ( ) .dxxfdxxf
b

a

b

a
∫∫
ε−

→ε
= lim

0
Якщо існує границя правої частини формули, то невласний інтеграл нази-

вається збіжним. Якщо ця границя не існує, то інтеграл називається
розбіжним.

Аналогічно при ( ) ∞=af :

( ) ( )∫∫
ε+→ε

=
b

a

b

a
.dxxfxdxf lim

0
У випадку, коли bca <<  і ( ) ∞=cf , тобто функція має розрив в точці с,

невласний інтеграл записується так:

( ) ( ) ( )∫∫∫
ε+→ε

ε−

→ε
+=

b

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxf

22

1

1

limlim
00

.

Невласний інтеграл буде збіжним, якщо існують границі у правій частині
формули.

6. Диференціальні рівняння

Лі т ер а т ур а :
[1] – § 1, пп. 1.1...1.4 (глава 1, ч. 2); § 2, пп. 2.1...2.5 (глава 1б, ч. 2); § 5,

пп. 5.9, 5.12;
[2] – § 1...4, § 8 (глава 10);
[3] – § 1...7, § 21, § 22 (глава 13).

Загальний вигляд диференціального рівняння n-го порядку
( )( ) ( )…… ,,,n,y,,y,y,y,xF n 321   0 ==′′′ . (1)
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Порядок диференціального рівняння визначається порядком найвищої
похідної, що входить до рівняння.

Загальним розв’язком диференціального рівняння (1) називається функція
( )nC,,C,C,xy …21ϕ= , яка включає стільки довільних сталих величин Сі (i =

1,...,n), який порядок рівняння.
Якщо у загальний розв’язок диференціального рівняння (1) підставити

відповідні заданим початковим умовам конкретні значення сталих величин
Сі, то одержимо частинний розв’язок.

6.1. Основні типи диференціальних рівнянь
1. Рівняння вигляду

( ) ( ) 0=ϕ+∫ ∫ dyydxxf (2)
називається рівнянням з розподіленими змінними. Його розв’язок

( ) ( ) Cdyydxxf =ϕ+∫ ∫      або        ( ) ( ) CyxF =Φ+ .
Рівняння вигляду ( ) ( ) ( ) ( )   01221 =ϕ+ϕ dyyxfdxyxf  можна привести до

рівняння (2), розділивши обидві частини рівності на ( ) ( )yxf 22 ϕ
( ) ( )( )0 ,0 22 ≠ϕ≠ yxf , тобто

( )
( )

( )
( ) 0

2
1

2
1 =

ϕ
ϕ

+ dy
y
ydx

xf
xf .

2. Рівняння називається однорідним, якщо його можна звести до вигляду







=′

x
yfy . (3)

Метод розв’язування: заміна .
x
yu =  Тоді

uxy = ,            .uxuy +′=′ (4)
Після підстановки (4) у рівняння (3) одержуємо рівняння з розподіленими

змінними.
3. Рівняння вигляду ( ) ( )xQyxPy =+′  називається лінійним. Метод

розв’язування: заміна ( ) ( ).xvxuy =  Тоді uvvuy ′+′=′ , де u і v – довільні
функції аргумента х.

4. Рівняння вигляду
( )xfyayay =+′+′′ 21 (5)

називається диференціальним лінійним рівнянням другого порядку із стали-
ми коефіцієнтами а1 і а2.

Якщо ( ) ,xf 0≡  то рівняння (5) називається однорідним. Якщо ( ) ,xf 0≠
то рівняння (5) називається неоднорідним.

Загальний розв’язок рівняння (5) можна записати як суму загального
розв’язку y  однорідного рівняння та частинного розв’язку *y  неоднорідного
рівняння, тобто *yyy += .
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Для розв’язування лінійного однорідного рівняння другого порядку ви-
гляду

021 =+′+′′ yayay (6)
треба скласти характеристичне рівняння

021
2 =++ akak , (7)

тобто замість у записати букву k, а порядок похідної записати як степінь.
Розв’язавши квадратне рівняння (7), можемо мати три випадки:
а) дискримінант D > 0; корені рівняння (7) – дійсні і різні, тобто 21 kk ≠ .

Тоді загальний розв’язок рівняння (6) має вигляд xkxk eCeCy 21 21 += .
б) дискримінант D = 0; корені характеристичного рівняння (7) – дійсні і

рівні, тобто k1 = k2 = k. Тоді загальний розв’язок рівняння (6) має вигляд
( )xCCey kx

21 += .
в) дискримінант D < 0; корені характеристичного рівняння – комплексні,

тобто β±α= ik 2,1 . Тоді загальний розв’язок однорідного рівняння (6) має

вигляд ( )xCxCey x β+β= α sincos 21 .
Частинний розв’язок неоднорідного рівняння (5) можна підібрати в за-

лежності від вигляду правої частини f(x) рівняння.
Нехай права частина f(x) рівняння (5) має вигляд

( ) ( ) ( )[ ]xxQxxPexf mn
x β+β= α sincos ,

де ( )xPn  і ( )xQm  – деякі  многочлени відповідно n-го і m-го степеня. Тоді
частинний розв’язок y* неоднорідного рівняння можна записати у вигляді

( ) ( )[ ] rsincos xxxQxxPe*y kk
x ⋅β+β= α ,

де ( )xPk  і ( )xQk  – повні многочлени з невизначеними коефіцієнтами
{ }( );m;nmaxk =  r = 0, якщо серед коренів характеристичного рівняння немає

таких, які б дорівнювали β±α i ; r = 1, якщо числа iβ±α  є коренями характе-
ристичного рівняння.
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ЗРАЗОК ВИКОНАННЯ КОНТРОЛЬНОЇ РОБОТИ №  2

ЗАДАЧА 1

Показати, що функція 
y
xz =  задовольняє дане рівняння

022

2
2

2

2
2 =

∂
∂

−
∂

∂
−

∂

∂
y
zy

y
zy

x
zx .

Розв’язання. Запишемо функцію у вигляді 2
1

2
1

−
⋅= yxz . Знайдемо її час-

тинні похідні першого і другого порядків:

2
1

2
1

2
1 xy

x
z −
=

∂
∂ ; 2

3
2
1

2
1 −

−=
∂
∂ yx
y
z ;

2
3

2
1

2
3

2
1

2

2

4
1

2
1

2
1 −−−−

−=





−⋅=

∂

∂ xyxy
x

z ; 2
5

2
1

2

2

2
3

2
1 −
⋅=

∂

∂ yx
y

z .

Підставимо знайдені похідні у задане рівняння:

=















−−
















⋅−
















−⋅

−−−−
2
3

2
1

2
5

2
1

22
3

2
1

2
2
12

2
3

2
1

4
1 yxyyxyxyx

0
4
3

4
1 2

1
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

=+−=+−−=
−−−−−

yxyxyxyxxy .

Отже, задана функція задовольняє рівняння.

ЗАДАЧА 2
Знайти найбільше і найменше значення функції

1232 22 ++++−= yxyxyxz
в області D: { }5;0;0 −=+== yxyx . Показати область D на рисунку.

Розв’язання. Накреслимо область D  на площині xОy (рис 5). Вершини
трикутника мають координати: ( ) ( ) ( )5;0,0;5,0;0 −− BAO .

а) Точки екстремуму в області D знайдемо із системи рівнянь










=
∂
∂

=
∂
∂

;0

;0

y
z
x
z

   ⇒    




=++−
=+−

;024
;032

yx
yx

   ⇒    1 ;2 −=−= yx    ⇒    М1(–2; –1).
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Рис. 5.

Точка екстремуму М1(–2; –1) знаходиться всередині області D, тому знай-
демо значення функції z в цій точці:

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) .Mz 31122312122 22
1 −=+−+−+−+−−−−=

б) Знаходимо найбільше та найменше значення функції на границях об-
ласті D. Для цього розглядаємо кожну ділянку границі окремо.

Рівняння границі (ОА): у=0. Підставимо замість у його значення у
функцію z. Одержимо функцію однієї змінної х, тобто ( ) ( )=== xzyxz 0;

.xx 132 ++=  При цьому .x 05 ≤≤−  Точки екстремуму знаходимо за озна-
ченням, тобто

0=
dx
dz ;   ⇒    ;032 =+x    ⇒    51,x −= .

Точка M2 (– 1,5; 0) лежить на границі ОА. Значення функції в цій точці
( ) ( ) ( ) .,,,Mz 251151351 2

2 −=+−⋅+−=

Рівняння границі (ОВ): х=0. Тоді ( ) ( ) 122;0 2 ++=== yyyzyxz
( ).y 05 ≤≤−  Знаходимо точки екстремуму:

0=
dy
dz ;   ⇒    ;024 =+y    ⇒    50,y −= .

Точка M3 (0; – 0,5) лежить на границі (ОВ). Значення функції в цій точці
( ) ( ) ( ) .,,,Mz 501502502 2

3 =+−+−=
Рівняння границі (АВ): 5−=+ yx  або .xy −−= 5  Підставимо цей вираз у

задану функцію z = f (x, y):
z(x, y = –5 – x) = ( )+−−− xxx 52 ( ) ( ) 152352 2 +−−++−− xxx

або
z(x) = 4x2 + 26x + 41.

Знаходимо точки екстремуму на границі (AB):

268 += x
dx
dz ,   ⇒    0134 =+x    ⇒    253,x −= .

Тоді 7512535 ,,y −=+−= . Критична точка ( )751;2534 ,,M −− . Значення
функції в точці М4: z(M4) = (–3,25)2 – (–3,25)⋅(–1,75) + 2⋅(–1,75)2 + 3⋅(–3,25) +
+ 2⋅(–1,75) + 1 = –1,25.
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Знаходимо значення функції в точках А(–5; 0), О (0; 0), В (0; –5):
z (А) = 11;       z (О) = 1;       z (В) = 41.

Із знайдених в точках М1, М2, М3, М4, А, В, О найбільшим є значення
функції в точці B: ( ) ,yxzmax 41; =  а найменшим – в точці М1 ( ) 3; −=yxzmin

ЗАДАЧА 3
Знайти інтеграли:

а) dx
x

e x
∫

+ 2

arctg3

1
; б) ∫

+ 32 2x

xdx ; в) dxxx∫ ln ; г) ∫
+−

− dx
xx

x
106

12
2 ; д) ∫ dx

x
x

cos
sin3

.

Розв’язання.
а) зробимо заміну: tx =arctg3  тоді, після диференціювання обох частин

виразу, одержимо

dtdx
x

=
+ 21
3      або     .dtdx

x 3
1

1
1

2 =
+

Остаточно маємо

=+==⋅=












=
+

=
+

=
=

+
∫∫∫ Cedtedte

dtdx
x

dtdx
x

t

x
dxe ttt

x

3
1

3
1

3
1

3
1

1
1    ;

1
3

;arctgx3

1 22
2

arctg3

.Ce x += arctg3
3
1

б) =+
+−

⋅===














==

=+
=

+

+−
−

∫ ∫∫ Ctdtt
t

dt

dtxdxdtxdx

tx

x

xdx

1
2
14

1
4
14

1

4
1   ;4

;32

32

1
2
1

2
12

2

.32
2
1

2
1 22

1

CxCt ++=+=

в) цей інтеграл належить до типу, що спрощується методом інтегрування
частинами (правило 2)

∫∫ ∫ =−=⋅−⋅=



















==

==
= xdxxxdx

x
xxx

xv;xdxdv

dx
x

du;xu
xdxx

2
1

2
ln1

22
ln

2
   

1      ln
ln

222

2

.
42

ln
22

1
2
ln 2222

CxxxCxxx
+−=+⋅−=

г) у знаменнику виділяємо повний квадрат
( ) ( ) .xxxxxxx 131033321032106 222222 +−=+−+⋅⋅−=+⋅⋅−=+−

Тоді
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( )
( )

=
+

+
=

+

−+⋅
=









=
+==−

=
+−

−
∫∫∫ dt

t
tdt

t
t

dtdx
txtx

dx
x

x
1
52

1
132

;
3   ;3

13
12

222

( ) ( ) .3arctg513lnarctg51ln
1

5
1

2 22
22 CxxCttdt

t
dt

t
t

+−++−=+++=
+

+
+

= ∫∫

д) у цьому інтегралі спочатку зробимо перетворення: sin3 x = sin2 x⋅sin x =
(1–cos2 x)sin x.

( )
∫∫∫ =
−

−=








=−
=

=⋅
−

= dt
t
t

dtxdx
tx

xdx
x

xdx
x
x 223 1

sin
cos

sin
cos
cos1

cos
sin

( ) .cos
5
2cos2

2
5

2
1

52
5

2
1

2
3

2
12

CxxCttdttdttdt
t

t
t

dt
++−=++−=+−=+−= ∫∫∫ ∫

−

ЗАДАЧА 4
Обчислити площу фігури, яка обмежена лініями  y = 2x – x2, y = –x.
Розв’язання. Зведемо рівняння параболи до канонічного вигляду

у = –(х2 – 2х + 1) + 1      або      у – 1 = –(х – 1)2.
Вершина параболи знаходиться в точці А(1; 1), гілки параболи напрям-

лені донизу. Точки перетину з віссю Ох знайдемо із системи рівнянь







=
−=

;0
;2 2

y
xxy    ⇒    







=
=−

;0
;02 2

y
xx      ⇒      





=
==

;0
20; 21

y
.xx

Точки О (0; 0) і М (2; 0) – точки перетину параболи з віссю Ох.
Пряма у = – х – бісектриса другого і четвертого координатних кутів.
Знайдемо точки перетину заданих ліній:







−=
−=
;

;2 2

xy
xxy    ⇒    2х – х2+ х = 0,   ⇒    03 2 =− xx    ⇒    3 ;0 21 == xx .

Тоді .yy 3  ;0 21 −==  Точки О(0;0) і N(3;-3) – точки перетину двох зада-
них ліній.

Накреслимо фігуру на площині хОу (рис. 6).
Площу фігури, яка обмежена лініями, знаходимо за формулою

( ) ( )[ ]dxxfxfS
b

a
∫ −= 12

( ) ( ) ( ) ( )
=−−

⋅
=










−=−=+−= ∫∫ 0

3
3

2
33

32
332

323

0

323

0

2
3

0

2 xxdxxxdxxxxS

( )., кв.од.  54
2
9

2
18

2
27

==−=
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Рис. 6.

ЗАДАЧА 5
Обчислити невласні інтеграли або встановити їх розбіжність:

а) ;ln

1

2
∫
∞

x
xdx б) 

( )
.

2

3

2
3∫

−x
dx

Розв’язання.

а) =









===

∞→∞→∞→

∞
∫∫∫

1

3

1

2

1

2

1

2

3
ln)(lnlnlnln

limlimlim
b

b

b

b

b

b

xxxddx
x

x
x
xdx

.b

b
∞=












−=

∞→ 3
1ln

3
ln 33

lim

Висновок: невласний інтеграл по необмеженій області розбігається.

б) 
( ) ( ) ( ) 






















−
−=

−
=

− ε+→εε+→ε
∫∫

2

3

20

3

2
30

3

2
3 22

1
22

limlim
xx

dx
x

dx

( ) ( )[ ]
.∞=∞+−=

ε
+−=













−ε+
+

−
−

→ε→ε 2
1

2
1

2
1

222
1

232
1

20220
limlim

Висновок: інтеграл від розривної функції (в точці x=2 функція невизначе-
на) розбігається.

ЗАДАЧА 6
а) Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння

( ) .dyedxye xx 01 22 =++
Розв’язання. Задане рівняння – рівняння з відокремлюваними змінними.

Для того щоб відокремити змінні, розділимо обидві частини рівняння на
)1( 2xey +  і одержимо

0
1 2

2
=+

+ y
dydx

e
e

x

x
     або     .

y
dydx

e
e

x

x
−=

+ 2

2

1
Інтегруємо обидві частини рівняння
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x

x

x

x

x

x
et

t
dt

dte

dte

te

dx
e

e 2

2

2

2

2

2
1ln

2
1ln

2
1

2
1

2

2

1

1
+===

























=

=

=+

=
+

∫∫ ;

ydx
e

e
x

x
ln

1 2

2
−=

+
∫ ; yCe x lnln

2
11ln

2
1 2 −=++ ;

( ) yeC x ln1ln
2
1 2 −=+ ; ( ) 12

1
2 ln1ln −=+ yeC x ;

( )2

1

1 x
y

C e
=

+
.

б) Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння
xyyy 2sin344 =+′−′′ ;     9(0) =y ;     1(0) =′y

Розв’язання. Загальний розв’язок неоднорідного рівняння складається з
загального розв’язку однорідного і частинного розв’язку неоднорідного
рівняння.

Спочатку розв’язуємо однорідне рівняння, тобто відкидаємо його праву
частину ( )( )0=xf : 044 =+′−′′ yyy . Складаємо характеристичне рівняння

.kk 0442 =+−  Корені характеристичного рівняння k1 = k2 = 2. Тоді загаль-
ний розв’язок однорідного рівняння y  має вигляд

.xeCeCy xx 2
2

2
1 +=

Знаходимо частинний розв’язок неоднорідного рівняння методом підбору
у вигляді xsinBxcosAy 22 +=∗ , де А і В – невизначені коефіцієнти. Знахо-
димо першу і другу похідні для y*,

( ) xBxAy 2cos22sin2 +−=
′∗ ;     ( ) xBxAy 2sin42cos4 −−=

″∗ .
Підставляємо y*, (y*)′, (y*)″ у задане рівняння і визначаємо коефіцієнти А

і В:
( ) ( ) xxBxAxBxAxBxA 2sin32sin2cos42cos22sin242sin42cos4 ≡+++−−−− ,

xxBxA 2sin32cos82sin8 ≡− .
Зробимо порівняння коефіцієнтів при cos2x і sin2x ліворуч і праворуч від

знака «=»:

.B
.A

B
A

x
x

0
83

;08
;38

2cos
2sin

=
=

=−
=

Отже, частинний розв’язок неоднорідного рівняння має вигляд

x*y 2sin
8
3

= .
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Запишемо остаточно загальний розв’язок неоднорідного рівняння

xxeCeCy xx 2sin
8
32

2
2

1 ++= .

Знайдемо частинний розв’язок, що відповідає початковим умовам. Для
цього спочатку знайдемо першу похідну від загального розв’язку

( ) xxeeCeCy xxx 2cos
8
622 22

2
2

1 +++=′ ,

а тепер, скористаючись початковими умовами, запишемо систему рівнянь і
розв’яжемо її відносно невідомих С1 і С2:

( )

( )





++=′

=

;
4
320

;0

21

1

CCy

Cy
     ⇒     







++=

=

;
4
321

;9

21

1

CC

C
     ⇒     







=

=

.
4
3-17

9;

2

1

C

C

Частинний розв’язок неоднорідного рівняння

.2sin
8
3

4
3179 22 xxeey xx +−=
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ТАБЛИЦЯ ВАРІАНТІВ

Номер варіанта відповідає двом останнім цифрам шифру студента. Но-
мери задач варіанта вибираються з таблиці, що наведена нижче. Наприклад,
для варіанта 01 треба розв`язати задачі 1.1, 2.15, 3.27, 4.2, 5.5, 6.11.

Номери задачНомер варіанта 1 2 3 4 5 6
01 1 15 27 2 5 11
02 2 16 26 4 6 14
03 3 17 25 6 7 17
04 4 18 24 8 8 20
05 5 19 23 10 9 23
06 6 20 22 12 10 26
07 7 21 21 14 11 29
08 8 22 20 16 12 1
09 9 23 19 18 13 4
10 10 24 18 20 14 7
11 11 25 17 22 3 10
12 12 26 16 24 2 13
13 13 27 15 26 1 16
14 14 14 1 27 27 19
15 15 13 2 25 26 22
16 16 12 3 23 25 25
17 17 11 4 21 24 28
18 18 10 5 19 23 8
19 19 9 6 17 20 11
20 20 8 7 15 21 14
21 21 7 8 13 22 11
22 22 6 9 11 19 10
23 23 5 10 9 18 12
24 24 4 11 7 16 28
25 25 3 12 5 17 12
26 26 2 13 3 9 17
27 27 11 14 12 8 15
28 12 27 1 17 7 10
29 13 26 2 18 6 13
30 14 25 3 19 5 16
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Продовження табл.
Номери задачНомер варіанта 1 2 3 4 5 6

31 15 24 4 20 4 19
32 16 23 5 21 3 1
33 17 22 6 22 12 4
34 18 21 7 23 1 7
35 19 20 8 24 27 10
36 20 19 9 25 26 13
37 21 18 10 26 25 16
38 22 17 11 27 22 19
39 23 16 12 16 23 22
40 24 15 13 14 24 25
41 25 14 20 12 21 28
42 26 13 19 10 20 30
43 27 12 18 8 19 27
44 28 1 17 6 18 24
45 11 2 16 4 17 21
46 10 3 15 2 16 18
47 9 4 14 15 18 15
48 8 5 21 13 14 12
49 7 11 22 11 13 9
50 16 10 23 9 12 6
51 5 19 24 7 11 3
52 4 8 25 5 10 1
53 3 7 26 1 17 12
54 12 6 27 3 9 3
55 1 10 17 21 11 4
56 20 11 15 3 13 5
57 19 12 13 5 27 6
58 18 13 11 7 23 2
59 17 14 9 13 15 3
60 16 27 7 11 17 4
61 15 26 5 9 19 11
62 14 25 3 15 21 12
63 12 24 1 17 5 13
64 12 23 16 19 3 10
65 11 15 2 21 1 12
66 10 16 6 23 25 14
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Продовження табл.
Номери задачНомер варіанта 1 2 3 4 5 6

67 9 17 12 25 26 16
68 8 18 14 27 24 18
69 7 19 8 29 16 20
70 6 20 18 2 18 22
71 5 21 22 6 17 29
72 4 22 20 8 18 30
73 3 9 21 10 19 16
74 2 8 23 12 20 14
75 1 7 24 14 21 12
76 21 6 25 16 22 10
77 22 5 26 18 23 8
78 23 4 27 20 24 6
79 24 3 29 22 25 4
80 25 2 30 24 26 2
81 26 1 29 26 27 15
82 27 30 28 28 2 13
83 28 29 25 30 4 11
84 29 28 19 5 13 9
85 30 27 4 7 5 7
86 14 26 10 9 28 5
87 13 25 1 11 17 1
88 12 23 2 13 30 3
89 15 21 3 15 29 1
90 17 24 4 17 12 3
91 18 19 5 19 10 5
92 19 22 6 21 5 7
93 21 17 7 23 1 13
94 23 14 8 25 2 11
95 25 11 9 27 3 9
96 27 8 10 26 4 15
97 18 5 11 28 7 17
98 16 2 15 29 5 19
99 12 24 17 30 2 21
00 10 1 19 4 30 29
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КОНТРОЛЬНА РОБОТА № 2

ЗАДАЧА 1.1 – 1.30
Показати, що функція z = f(x, y) задовольняє дане рівняння.

1.1. ( )22 yxyz −= ln ; 2y
z

y
z

y
1

x
z

x
1

=
∂
∂

+
∂
∂ .

1.2. 
y
1

x
1

2
x

y2
xz

2
−++= ;

y
x

y
zy

x
zx

3
22 =
∂
∂

+
∂
∂ .

1.3. 
x
yxz arctg= ; .z

y
zy

x
zx =

∂
∂

+
∂
∂

1.4. )ln( 22 yxz += ; 0
y

z
x

z
2

2

2

2
=

∂

∂
+

∂

∂  .

1.5. 
x
yz arctg= ; 02y

z2

2x

x2
=

∂

∂
+

∂

∂  .

1.6. )ln( 22 yxyxz ++= ; 2.
y
zy

x
zx =

∂
∂

+
∂
∂

1.7. x
y

xexyz += ; .zxy
y
zy

x
zx +=

∂
∂

+
∂
∂

1.8. ( )yxz += ln ; 
2
1

y
zy

x
zx =

∂
∂

+
∂
∂ .

1.9. 
x
yxz sin= ;  .z

y
zy

x
zx

2
1

=
∂
∂

+
∂
∂

1.10. 
2y

x

ez = ; .
y
zy

x
zx 02 =

∂
∂

+
∂
∂

1.11. yxz = ; z
y
z

xlnx
z

y
x 21

=
∂
∂

+
∂
∂ .

1.12. yez y
x

ln= ; .
yln

z
y
zy

x
zx =

∂
∂

+
∂
∂

1.13. 
y
xz π= ; .

y
zy

x
zx 0=

∂
∂

+
∂
∂

1.14. 22 yxz += ; .
y
z

x
z 1

22
=








∂
∂

+






∂
∂
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1.15. 
yx

xyz
−

= ; .
yxy

z
yx
z

x
z

−
=

∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂

∂ 22 2

22

2

2

1.16. ( )yx eez += ln ; .
y
z

x
z 1=

∂
∂

+
∂
∂

1.17. yez xcos= ; .
y

z
x

z 02

2

2

2
=

∂

∂
+

∂

∂

1.18. xyez = ; .
y

zy
x

zx 02

2
2

2

2
2 =

∂

∂
−

∂

∂

1.19. 
x
yxz ln= ; .z

y
zy

x
zx =

∂
∂

+
∂
∂

1.20. 33ln yx
y
xz −+= ; ( )3 33 .z zz y x y

x y
∂ ∂

+ = −
∂ ∂

1.21. yxz = ; ( ) .
x
zxlny

yx
zy

∂
∂

+=
∂∂

∂ 1
2

1.22. 





 −
π

=
24

sin2 yez
x

; .ysine
y
z

x
z x

22
1 2

2
=








∂
∂

+
∂
∂

1.23. xy yxz = ; ( ) .zzlnyx
y
zy

x
zx ++=

∂
∂

+
∂
∂

1.24. 
yx

xyz
+

= ; .z
y
zy

x
zx 2=

∂
∂

+
∂
∂

1.25. xyez = ; .xyz
y

xy
yx
zyx

x
zx 022 2

2
2

2

2

2
2 =+

∂

∂
+

∂∂
∂

−
∂

∂

1.26. 
x
yz = ; .

y
zy

yx
zxy

x
zx 02 2

2
2

2

2

2
2 =

∂

∂
+

∂∂
∂

−
∂

∂

1.27. 
yx
yxz

−
+

=
22

; .
yx
yx

y
z

x
z

−
+

=
∂
∂

+
∂
∂ 2

1.28. 
yx

xz
+

= arcsin ; .
y
zy

x
zx 0=

∂
∂

+
∂
∂

1.29. ( )
y
xyxz tg22 += ; .z

y
zy

x
zx 2=

∂
∂

+
∂
∂

1.30. ( )xy
x

yz arcsin
3

2
+= ; 022 =+

∂
∂

−
∂
∂ y

y
zxy

x
zx .
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ЗАДАЧА 2.1 – 2.30
Знайти найбiльше та найменше значення функції z = f(x, y) в області D.

Показати область D на рисунку.
2.1. 142 22 ++−−= xyxyxz  ; { }: 1 0, 3, 0 .D x y x y+ + = = − =

2.2. 36494 22 +−−+= yxyxz  ; { }: 0, 0, 1 .D x y x y= = + =

2.3. 435 22 ++−= yxyxz  ; { }: 1, 1, 1 .D x y x y= − = − + =

2.4. 2210 xxyz −+=  ; { }2,: 4 , 0 .D y x y= − =

2.5. 6424 22 ++++= yxyxz  ; { }: 0, 0, 2 0 .D x y x y= = + + =

2.6. ( )( )33 23 yxxz −−=  ; { }: 2 2, 1 1 .D x y− ≤ ≤ − ≤ ≤

2.7. xyz 2=  ; { }2 2: 9 .D x y+ ≤

2.8. 2223 yxyxz −−−=  ; { }: 1, 0, .D x y y x= = =

2.9. 22 yxyxz +−=  ; { }2 2: 4 .D x y+ ≤

2.10. yxyxz −++= 22 3 ; { }: 1, 1, 1 .D x y x y= = + =
2.11. xyz −=  ; { }: 0, 1, .D x y y x= = =
2.12. ( )yxxyz −−= 4  ; { }: 1, 0, 6 .D x y x y= = + =

2.13. xyxyxz 42 22 −−+=  ; { }: 1, 0, 3 .D y x y x= + = =

2.14. 1022 −+= xyxz  ; { }2: 4, 0 .D y x y= − =

2.15. yxyxyxz 222 22 ++−+=  ; { }: 2, 0, 2 .D y x y x= + = =

2.16. 142 22 ++−−= xxxyyz  ; { }: 1 0, 3, 0 .D x y y x+ + = = − =

2.17. 72 −+= xyxz  ; { }2: 4 4 0 .D y x , y= − =

2.18. xyxyxz 4
2

22
2

2 −−+=  ; { }: 2 , 2, 0 .D y x y x= = =

2.19. 22 42 yxxyxz −++=  ; { }: 2 0, 0, 0 .D x y x y+ + = = =

2.20. yxz 2=  ; { }2: 1 , 0 .D y x y= − =

2.21. 2224 yxz −−=  ; { }2 2: 1 .D x y+ ≤

2.22. xyz =  ;
трикутник з вершинами

: .
 О(0,0); B(2,0); C(0,3)

D  
 
 

2.23. xyxz −= 2
2
1  ;

2
: , 3 .

3
xD y y

  = = 
  
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2.24. 21 xyz +=  ; { }: 0 1, 1 2 .D x y≤ ≤ − ≤ ≤

2.25. 42 22 +−= yxz  ; { }2 2: 1 .D x y+ ≤

2.26. yxxyyz 42 22 −−+=  ; { }: 1, 0, 3 .D y x y x= + = =

2.27. yxyxyxz 222 22 +−++−=  ; { }: 2, 0, 2 .D y x y x= + = =

2.28. 6424 22 ++++= xyxyz  ; { }: 0, 0, 2 0 .D x y x y= = + + =

2.29. 435 22 ++−= xxyyz  ; { }: 1, 1, 1 .D x y x y= − = − + =

2.30. 36494 22 +−−+= xyxyz  ; { }: 0, 0, 1 .D x y x y= = + =

ЗАДАЧІ 3.1 – 3.30
Знайти первісну.

3.1. a) ∫ dx
x

x

3cos

3sin
2

; б) .5cos∫ xdxx

3.2. a) ∫ −
dx

x
x

5sin2
cos ; б) .)12ln(

∫
+ dx

x
x

3.3. a) ∫
+

dx
x

x

32 2
; б) .53∫ − dxxe x

3.4. a) ∫ +
dx

x
x
cos52

sin ; б) ( ) .2cos1 xdxx∫ +

3.5. a) ∫ + dxe x 17 ; б) .
sin2 dx

x
x

∫

3.6. a) ∫
− 53 3

2

x
dxx ; б) ( ) .3cos2∫ − xdxx

3.7. a) ∫
− 89 2x

dx ; б) ( ) .1ln∫ − dxxx

3.8. a) ( )∫ + dxxx 1cos 2 ; б) ( ) .arctgx12∫ + dxx

3.9. a) ∫ − xdxe x23 ; б) ( ) .12arctg∫ − dxx

3.10. a) ( )∫
+ xx

dx
arctg1 2 ; б) .arcsin xdx∫

3.11. a) ∫ xdxe x 2sin
2sin ; б) ( ) .14arctg∫ − dxx

3.12. a) 
( )∫

+
62 4x

xdx ; б) ( ) .4ln∫ + dxx
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3.13. a) ∫
− 8

3

1 x

dxx ; б) ( ) .3sin5∫ + xdxx

3.14. a) 
( )∫

+1tg3cos2 xx
dx ; б) ( ) .923∫ −− dxxe x

3.15. а) ∫ +
dx

x
x
3sin4

3cos ; б) ( ) .5cos23∫ − xdxx

3.16. a) ∫ +
dx

x
x
cos33

sin ; б) ( ) .342∫ −− dxxe x

3.17. a) ∫
+

+ dx
x

xx
21

arctg ; б) ( ) .2sin42∫ − xdxx

3.18. a) ∫
+

dx
x

x

cos23

sin ; б) .3∫ − dxxe x

3.19. a) ∫
+ dx
x

xln4 ; б) ( ) .2cos24∫ − xdxx

3.20. a) ( )∫
+

dx
x

x
2

3

1
arctg ; б) ( ) .25 3∫ − dxex x

3.21. a) 
( )∫

+
22 1x

xdx ; б) .ln2∫ xdxx

3.22. a) dxxx∫ + 532 ; б) ( ) .cos4∫ + xdxx

3.23. a) ( ) ( )∫ −− dxxxx 323
52 ; б) ( ) .8sin53∫ + xdxx

3.24. a) ∫
+

− dx
x
x

2

4

1
2 ; б) .82∫ dxex x

3.25. a) ∫ − dxxx 343 )21( ; б) .ln∫ xdx

3.26. a) ( )∫ + xx
dx
1

; б) ( ) .1∫ + dxex x

3.27. a) ( )∫ + dxxx 2
3

2 1 ; б) ( ) .cos322∫ ++ xdxxx

3.28. a) ∫
−12x

xdx ; б) .cos2∫ xdxe x

3.29. a) ∫
−14x

xdx ; б) ( ) .arctg5∫ + xdxx
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3.30. a) ( )∫ − xx
dx
1

; б) .arctg2∫ xdxx

ЗАДАЧІ 4.1 – 4.30
Обчислити площу фігури, яка обмежена лініями:

4.1. ;xy =    9=x ;   y = 0.

4.2. 222 2 ++= xxy ;    y = 0,   x = 0,    x = –3.

4.3. 
x

y 1
= ;   y = x;   x = 3.

4.4. 2xy = ;   4x – y = 0.

4.5. 
x

y 1
−= ;   y = 0;   x = – 1;   x = –2.

4.6. y = lnx;    x = 0;    y = 1;    y = –1.
4.7. y = sinx;    π=x ;    y = –x.
4.8. ;322 +−= xxy     y =3x – 1;    x = 0.

4.9. 24 xy −= ;    y = 0.

4.10. ;1 xey +=    x = 0;    x = – 4;    y =0.

4.11. 24xy = ;    .32 += xy

4.12. xxy 32 −= ;    y = x.

4.13. xey = ;    y = e;    x= –1.
4.14. y = –x;    y = 2 – x;    y = –4;    y = 3.
4.15. 22 += xy ;    x + y = 2;    x = 2.

4.16. 1072 +−−= xxy ;     y = 0.

4.17. 24 xy −= ;    2x – y + 1 = 0.

4.18. 26 xy −= ;    y = 0.

4.19. .1;2;3 === xyy xx

4.20. .0;;;1 2 ==== yexex
x

y

4.21. .2;1;0;1
2 ==== xxy

x
y

4.22. .1;; === − xeyey xx

4.23. .1;;2 === − xeyxy x

4.24. 1072 −+−= xxy ;    x = 2;    x = 3;    y = 0.
4.25. y = x;    y = 1;    y = 4;    x = 0.
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4.26. .0;2 2 =−= yxxy

4.27. .0;0;2; ===+= yxyxey x

4.28. .;2 xyxy ==

4.29. .2;0;0;1;1
===== xxyy

x
y

4.30. .04;2 =−= yxxy

ЗАДАЧІ 5.1–5.30

Обчислити iнтеграли або встановити їх розбiжнiсть.

5.1. ∫
∞

−

0

2
dxxe x . 5.2. ∫

∞

+0
24 x

dx . 5.3. ∫
∞

+

−

0
2 1

2 dx
x
x .

5.4. ∫
∞

0
2sin xdxx . 5.5. ∫

∞

+0
4

3

41 x
dxx . 5.6. ∫

1

0 x
dx .

5.7. ∫
∞

2
5ln xx

dx . 5.8. ∫
∞

−

0

4 dxe x . 5.9. ∫
∞

−

0
dxxe x .

5.10. ∫
∞

2 lnxx
dx . 5.11. ∫

∞

+0
4

3

1
4
x

dxx . 5.12. ∫
∞

+e xx
dx

ln1
.

5.13. ∫
∞

0
dxe x . 5.14. ∫

∞

+0
2 1

arctg dx
x

x . 5.15. ∫
∞−

−
0

3 dxxe x .

5.16. ∫
∞−

−
e

xdxxe . 5.17. ∫
∞

+11
dx

x
x . 5.18. ∫

∞
−

0

2 dxxe x .

5.19. ∫
∞−

0
5 dxxe x . 5.20. ∫

∞

0

2
dxxex . 5.21. ∫

∞

+0
236 x

dx .

5.22. ∫
∞

+e xx
dx

ln2
. 5.23. ∫

∞
−

0
dxxe x  5.24. ∫

∞

+0 21 x

xdx .

5.25. ∫
∞

−

0

2 dxxe x . 5.26. ∫
∞

++0
2 22xx

dx . 5.27. ∫
∞

+−0
2 106xx

dx .

5.28. ∫
∞

4
3ln xx

dx . 5.29. ∫
∞

+1
21 x

dx . 5.30. ( )
∫
∞ +

1
2

1ln dx
x
x .
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ЗАДАЧІ 6.1 – 6.30

Знайти загальний або частинний розв’язок диференцiального рiвняння.
6.1. а)  xydx + (x + 1)dy = 0;

б)  4y'' + 16y' + 15y =
xe 5,44 −

;   y(0) = 3;   y'(0) = –5,5.

6.2. a)  2

2
'

x
yxyy +

= ;

б)  .2,3)0(';1)0(;6181010'2'' 2 ==++=+− yyxxyyy

6.3. a)  ( ) ( ) 02 22 =−++ dyyxdxyxx ;
б)  .0)0(;0)0(;2sin8124 =′==−′±′′ yyxyyy

6.4. a)  222' yxyxyxy −−+= ;
б)  ( ) .1)0(';1)0(;12''' ==−=− yyxyy

6.5. a)  01 2 =−− dyxxdx ;

б)  .
27
1)0(';

3
4)0(;39'6'' 2 ==+−=+− yyxxyyy

6.6. a)  2'
x

xe
x
yy =+ ;

б)  .0)0(';0)0(;sin6'7'' ===+− yyxyyy
6.7. a)  (x + y)dx + (y – x)dy = 0;

б)  .0)0(';1)0(;2'''2 ===−+ yyeyyy x

6.8. а)  ( )dxyxdyxy 332 += ;
б)  .0)0(';2)0(;22'2" ===+− yyxyyy

6.9. a)  xdy – (x + y)dx = 0;
б)  .1)0(';0)0(;102'3" ===+− − yyeyyy x

6.10. a)  xexyy sincos' −=+ ;
б)  2 '' 5 ' 29cos ; (0) 3; '(0) 0.y y x y y+ = = =

6.11. а)  422' xyxy =− ;
б)  '' 4 ' 12 8sin ; (0) 0; '(0) 0.y y y x y y+ − = = =

6.12. а)  ( ) ( ) 011 22 =−+− dyxydxyx ;
б)  2'' 4 ' ; (0) 0; '(0) 0.xy y e y y−+ = = =

6.13. а)  3
23'
xx

yy =+ ;

б)  2'' 2 ' 5 ; (0) 1; '(0) 0.xy y y xe y y− + = = =
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6.14. а)  x
y

ey =' ;
б)  '' 5 ' 6 12cos2 ; (0) 1; '(0) 3.y y y x y y+ + = = =

6.15. а)  ( ) 2' 1 3 ;xxy x y x e−+ + =

б)  '' 5 ' 6 (12 7) ; (0) 0; '(0) 0.xy y y x e y y−− + = − = =

6.16. a)  ;14'
xx

yy =−

б)  '' 4 ' 13 26 5; (0) 1; '(0) 0.y y y x y y− + = + = =

6.17. а)  22 2')1( xyyx =− ;

б)  .16'4'' 2 +=− xyy

6.18. а)  yyx 21'2 +=

б)  .16'2'' xeyyy =+−

6.19. а)  ;
2 4

dx dy
y x

=
+ −

б)  .109'6'' 3xeyyy −=++

6.20. а)  21 0;dx x ydy− − ⋅ =

б)  .5'2'' 2xxeyyy =+−

6.21. а)  
2

'
−

=
x

yy ;

б)  2'' 3 ' 2 1; (0) 1; '(0) 3.y y y x x y y− + = − + = =

6.22. а)  2' 1 ;xyy x= −

б)  .4'4'' 2xyyy =+−

6.23. а)  3' yxy = ;

б)  .'2'' 2xeyyy =++

6.24. а)  ;
1
3'

−
−

=
x
yy

б)  3'' ' 6; (0) 0; '(0) 1.y y y x y y− + = + = =

6.25. а)  ;4'
x

yy +
=

б)  .cos'' xyy =+

6.26. а)  ;03

2
=−

x
y

dx
dy

б)  .6''' 2xxeyyy =−+
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6.27. а)  ;tg' xyy =

б)  .2cos5'2'' xeyyy x=+−

6.28. а)  ;
9

2
−

=
x

y
dx
dy

б)  .sin4'' xyy =+
6.29. а)  ;' yxy =

б)  .'2'' xx eeyyy −+=++

6.30. a)  ;0' =−+ xeyy

б)  .312''' xexyy −−=−
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